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o 混合 序列 下 的 核 密度 估计 量 的 渐 近 正 态 性 * 


赵 X gue 
(1- 桂林 师范 高 等 专科 学 校 数 学 与 计算 机 科学 系 ， 桂 林 541001; 
2- 广西 师范 大 学 数学 科学 学 院 ， 桂 林 541004) 


摘 x 核 密 度 估 计 是 一 类 重要 的 非 参数 分 布 密度 估计 ， 而 且 a 混合 相依 结构 在 金融 时 间 序 列 中 广泛 存 
在 。 本 文 在 a 混合 序列 情形 下 ， 利 用 大 小 分 块 方法 和 矩 不 等 式 证 明了 核 密度 佑 计量 的 渐 近 正 态 性 
及 其 收敛 速度 ， 这 个 结果 可 以 用 于 构造 o 混合 序列 未 知 的 密度 函数 的 置信 区 间 ， 并 且 在 适当 窗帘 


条 件 下 获得 了 较 好 的 收敛 速度 。 
关键 词 : a 混合 ， 核 密度 估计 ， 渐 近 正 态 性 ， 收 敛 速 度 ， 置 信 区 间 
分 类 号 : AMS(2000) 62G07; 62G30 中 图 分 类 号 : 0211.4; 0212.7 文献 标识 码 : A 
1 引言 


设 XX,X2,… o Xn 为 总 体 瑟 的 样本 ，X 具有 未 知 的 密度 函数 f(z)， 其 核 密度 估计 量 为 


fanla air J 


这 里 K(.) 表 示 核 函数 ，h 为 窗 宽 。 
4 {Xn,n 2 1) 为 概率 空间 (Q, 开 , P) 上 实 值 随 机 变量 序列 ，Fm = a (Xi, n < i < m) 是 由 
随机 变量 序列 {Xi, n < i < mm} 产生 的 go 代数 ， 定 义 


o(n) = sup sup |P(AB) — P(A)P(B)|, 


k21A€7t,Be7j n 


车 Jim a(n) = 0， 则 称 随机 变量 序列 {Xn n > 1} 为 a 混合 。 

在 独立 样本 下 ， 关于 捅 ,(z) 的 极限 性 质 已 研究 得 较 深入 ， 见 文献 [有] 所 述 。 目 前 ， 基 于 
混合 相依 结构 的 时 间 序 列 模型 引起 很 多 统计 、 金 融 、 经 济 等 方面 学 者 的 关注 。 在 相依 样 
AR. WORSE GET. fax) 的 渐 近 正 态 性 以 及 其 它 极 限 性 质 。 如 文献 人 2 对 p- 泥 合 序 
Ji iE f. (c) 的 均 方 相合 性 和 渐 近 正 态 性 ， 文 献 [ 引 进一步 弱化 了 文献 [9] 中 所 给 的 条 件 ， 
对 f, (x) 的 渐 近 正 态 性 进行 讨论 。 CRR [4] EPA RNA HREF, ABT fanle) 的 渐 近 正 态 
性 。Bosq6] Z h = Cn-1(4+4)/1loglogn(c > 0) 条 件 下 讨论 了 a- 混 合 的 d 维 核 密度 估计 量 渐 近 
正 态 性 。 但 均 未 给 出 其 渐 近 正 态 性 的 收敛 速度 。 本 文 将 在 a- 混合 序 列 情形 下 讨论 fua (c) 的 渐 
近 正 态 性 ， 并 给 出 其 收敛 速度 ， 最 后 ， 给 出 密度 函数 的 置信 区 间 。 
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2 ”主要 结论 
全 文 将 使 用 如 下 基本 条 件 : 
RL 1) 设 {X%,n > i} 是 一 个 平稳 a 混合 随机 变量 序列 ， 具 有 共同 概率 密度 也 
数 f(z)， 且 存在 0 < 5 < 1 使 得 
>》 of 0*9 (n) « oo; 


n=1 


2) X (Xi, Xj) 的 联合 密度 函数 为 fijo HERH u, ve RMJ >21, A |fijylu v) 一 


f(u)f()| < co 
R2 AAR K(u) 是 一 个 概率 密度 函数 ， 在 R! 上 有 界 ， 且 满足 条 件 


uK (u)du = 0, | u? K (u)du = o% < oo. 


条 件 3 Bp = pln), q =n) A5 ARKE WEp+q <n, q 一 0。 记 k= 
[n/(p - q)]. 3X8 [c] ERRET c 的 最 大 整数 。 
条 件 4 当 n 一 co 时 ， 窗 宽 h 满 足 h 一 0, nh 一 oo, ph 2 0. 
条 件 5 当 n 一 oo 时 ，6 € (0,1) E pq? h-! — 0, np-!1g-(216)/6 — 9, Wt 
el- Verfus), Salo) = fs = PRO) ps, (2) = Pis. (a) < 2), 
Dlr) 为 标准 正 态 分 布 函 数 。 本 文 将 证 明 如 下 主要 结论 : 
定理 1 设 基本 条 件 1 至 条 件 5 成 立 ， 则 


sup |Fs, (z) — ®(z)| = C((nh)- V? + (gp 1) + pg? hT? + (np lg *9/5)1/4). 


推论 1 ERA LMR, 6«2/3B h = Cn-15/loglogn， 则 有 sup|Fs, (x) — 
&(z)| — 0. i 

Waqa ~ n!/5, p~ ni/5(loglogn)!2， 条 件 3， 条 件 4 和 条 件 5 显 然 成 立 。 于 是 由 定理 1 得 
推论 1 的 结论 。 这 个 结论 与 Bosqg 的 结论 相 比 ， 条 件 5 < 2/3 稍 强 一 些 ， 但 对 联合 密度 函 


数 figa 的 要 求 较 弱 。 
推论 2 设 基本 条 件 1 至 条 件 4 成 立 ， 且 a(n) 为 几何 衰减 ， 即 存在 0 < p < 1 使 得 a(n) = 


O(p")。 如 果 g ~ n"， 其 中 0 < <1， 则 
sup |Fs, (z) — B(z)| = C((nh)-!? + (qp 1)!/9). 


由 于 a(m) 为 几何 衰减 ， 定 理 1 中 5 可 以 充分 小 ， 则 条 件 5 在 g ~ n7 下 成 立 ， 因 此 得 到 
推论 2。 注 意 到 hh = Cn-1/5 是 密度 估计 在 均 方 误差 意义 下 的 最 优 窗 宽 ， 此 时 在 推论 2 中 
aon, pa ni5-e/109， 其 中 0 < e < 1， 则 条 件 3 和 条 件 4 满足 ， 从 而 有 如 下 结论 。 

推论 3 设 基本 条 件 1 和 条 件 2 成 立 ， 且 a(n) 为 几何 衰减 。 如 果 h = Cnt, WHER 
的 0 <e <1， 有 sup|Fs, (£) - (x)| = Cn- 0-975, 

由 于 e 可 以 充分 小 ， 所 以 这 个 收敛 速度 几乎 为 n-115。 

55h, RE E fanla) 一 f(z) 以 及 nho2 > o? ( 见 后 面 引 理 7)， 其 中 


c? = f(x) 上 K?(u)du, 
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则 由 定理 1， 可 得 f(z) 的 置信 度 为 1- a 的 置信 区 间 为 


(rhe 十 aa-a/2) fg K?(u)du (Ra — u1/2) fg K?(u)du 


3 ANIE 


WIX] := (EB|X|")M"。 为 了 证 明 本 文 的 主要 结论 ， 我 们 首先 给 出 一 些 引 理 。 

5|3815] RE € Fro N € Fn。 如 果 |&| < Cy, n € C». 则 |E(&n) — E£En| < 
4C1C2Q(n). 

引 理 2 四 令 {Xi :i> 1} 为 零 均值 的 a 混合 随机 变量 序列 。 若 对 某 6 > 0 有 


EIX: +? < oo， 》 af 9*10) < oo 
j=1 
成 立 ， 则 存在 不 依赖 于 nn 的 某 正 常数 C， 使 得 


B( Dx) se lta 


i—l 


393. 令 {Xi:i>1} 为 a 混合 随机 变量 序列 。p, gq 为 正 整 数 。 当 1 < 1<k 时 ， 定 义 


(I—1)(ptq)+p 
m :一 Xj . 
j=(i—1)(p+4)+1 


如 果 r > 0, s>0 且 上 + 上 =1， 那 么 
天 天 k 
|Eexp (it Xn) - [D[£ewt n) < Ciltle (a) V 7 limi 
E lal 1=1 


52849 (C, :n>1} 和 {mm :n 2 1} 是 两 个 随机 变量 序列 ，{y, :n 2 1) 是 一 个 正常 数 
FEX). Hy, 一 0。 如 果 sup |Fe (u) - $(u)| < Cy... W 


sup |Fc es (u) - Bu)| <C{ym+et+P(ml>e)}, ve>0. 


4 ”定理 的 证 阴 
记 X 
TEX. 
Kni =K : ni = —,—-7 iT 1 
( h ) Y nhon [Kni — EKni], 
定义 大 块 和 小 块 为 
(i—1)(pt+q)+p i(p+q) 
i = D Yn;, 6&2 = X Yaj, 
j=(i~1)(p+q)+1 j=(i—1)(p+4)+p+1 


n 
&3= JO Ya i-2L2.e.k 
j=k(p+q)+Ł 
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对 给 定 的 n， 当 i > n 时 我 们 不 妨 假设 Kui = 0， 并 记 
天 十 k4-1 
S.» 6 Sn2= 6a 
i—1l i—l 
FÆ, H Sn = Sni 十 Sn,2。 为 了 证 明定 理 1， 我 们 先 证 明 几 个 引 理 。 
引 理 5 在 条 件 1 和 条 件 2 下 ， 如 果 妃 一 0， 则 有 
|Cov(Ks;, Knj)| < Ch2， Visi, (i) E(Kd)<Ch, vd>1, 
(iii) A-!Var(K,1) 一 fef K?(u)du =: o? 


证 明 利用 条 件 2， 引 理 5 显然 成 立 。 
3386 在 条 件 1 至 条 件 5 下 ， 有 


kl kl 


(i) 2, Fi) = (nhoz) (e? - O(ph)), > E(&5) € C(nho2)-! qp", 
i=l 


G) — $5 Eling) € C(nho2) lpg h, 


1<i<j<k+1 


2 |E(£i2£;2)| € C(nho2) tg? p Cth, 


1<i<j<k+1 
证 明 利用 引 理 5， 对 t+ 关 s， 有 
|E(YniYns)| = (nhon)? |Cov(Knt, Kns)| € C(nhon) 2h2, 
HER) E(Y2) = (nhon) ?Var(Kzi), A 


k+1 k+l | G-1)n-a)-p (i-1)»a)*» (i—1)(»-4)-P 


> BEDJ=>( X sve? Y 3 EYaY)) 
i=l i=1 j=(i—1)(p+q)+1 t=(i—1)(p+q)+1  s=t+1 
= (nho2)`! {((k + 1)p/n)h ^! Var(K,1) + O(kp?h/n)). (1) 
同 理 ， 有 
k+1 


2 E(£2,) = (nho2)! {((k+ 1)g/m) lVar(Kn) + O(kg? h/n)]. 


由 引 理 5 中 (ii), kp/n = 1+ O(1/n), (k+1)p/n = 1--O(1/n), gq < p， 且 ph 一 0， 可 知 结 
R (GRA. REIL A 


»» |E(&1£51)] 


1<i<i<k+1 


C G-1)»r-a)-p (j—1)(p+4)+p 


(nhon)? 


|Cov(Knt, Kns)| 
1<Si<j<kt+1t=(i~1)(p+q)+1 s=(j—1)(p+q)+1 


COMES (nha, 2- 2a (n) € C(nho2)-1pq7?/5 1, 


(nha 
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同 理 
Y.  |E(&2652)| € C(nho2) tgp Ct n1. 
1<i<j<k+1 


结论 (ii) 成 立 。 

9| 7 设 基 本 条 件 1 至 条 件 5 成 立 ， 则 当 一 oo 时 ， 有 nho2 一 0?。 

证 明 由 引 理 6， 有 

Var(Sn1) = (nho2)-! (e? + O(ph) + o(pa ? 5 h-)). 
[5] 388 
Var(Sn,2) < C(nho2)- (ap^! + gp Q*9/*& 13. (2) 
由 条 件 3 至 条 件 5 及 nho2|Cov(S%1, Sna)| — 0. Mif fi nho? = nho2Var(S4) 一 o?. 
引 理 8 假设 条 件 1 至 条 件 5 成 立 ， 则 
(i) E($.2? < C(ap^! +g p Cth}, 


(i) P(|Sn2| > (ap^! + gp €*9/55-1)/3) < C(qp^! + gp HYR. 


证 明 由 (2) 式 和 引 理 7， 得 第 一 个 结论 。 然 后 利用 Markov PEAR (i1) 式 。 
令 


k 
52 = >》 Vase). 
i—l 
3]389 假设 条 件 1 至 条 件 5 成 立 ， 则 
ls2 — 1| < OC{Vap + qp CHERE + pg? ht}. 


证 明 记 
Ta = 5 Cov(éi,1, €7,1). 
1<i<j<k+1 

显然 = E(S21)- An, H E(S21) = 14+ E(S25) - 2E(8,59,,). Ei Holder 不 等 式 ， 并 根据 
引 理 6 至 引 理 8， 可 知 引 理 9 成 立 。 

设 {G :i = 1,2,… ,kk 十 1} 是 独立 随机 变量 序列 ， 且 i1 与 (i = 1,2,… ,k 十 1) 有 相同 
的 分 布 。 令 T= xb, B2 = Dt Var(G) Fz) ERENER Z 的 分 布 函数 ， 则 B, = 
Sn, Fr,/B, (2) = Fr, (z/54)* 

引 理 10 ”假设 条 件 1 至 条 件 5 成 立 ， 则 


(i) sup [Fr,/B, (x) — 9(z)| € C(nh)-12, 


(ii)  sup|Fs,,(z) - Fr, (z)| € ci V a7 G*9/09 (np-1)1/2 + (nh)-!/* ). 


证 明 根据 引 理 6 和 引 理 7， 并 由 已, = sn 一 1 和 Berry-Esseen 不 等 式 ， 有 


sup |Fr,/B„ (x) 一 (xz) sup jme < z) 一 $(z) 


k 
B,? V EGP € C(nh) 1^. 


t=1 


I 人 
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W vt) RI V(t) 42230 Sna 1T, 的 特征 函数 。 注 意 到 
ks kn 
y(t) = E(expfit T5) = lI Eexp{it Gi;} = JI E exp{it &;1). 
m=1 m=1 


利用 (1) 式 ， 有 
k+1 
S VEE) < C /Eip]n + Ki? < Ok". 
i-1l 
由 引 理 3 和 引 理 2， 有 |p(t) - v(t)) < Clt 0*9/09(np-1)V2, KE 
"EN f je E VO as < CTq- 09/09 (ng-1y 2. 
-T t 
另 一 方面 ， 由 Fr, (u) 一 Fr, j B, (u/ 5n) 和 引 理 10 中 (i), 有 


sup |Fr, (u +y) - Fr, (v)| < 25up |Fr, s, (v) - 9(u)| + sup [E(u + 9)/sn) — Blu/sn)| 


I^ 


C((nh)7!? + |y|/s«) < C((nh)'? + |y. 


h=: Tsup f ig |Fr, (u + y) — Fr, (u)|dy € C((nh)!? +1/T). 
u J|y|€c 


由 Esseen PER, HRT = 1/yq 0*9/09 (np-1)/2, 4838 £&ib (ii). 
定理 1 的 证 了 明 由 引 理 10 和 引 理 7， 可 得 


sup [Fs,,, (u) — &(u)| 


I^ 


sup |Fs,, (u) — Fr, (u)| 十 Bup |Fr, (u) — $(u/ B,,)| + Sup |&(u/ B.) 一 更 (| 


cf g—(2+6)/(25) (np-1)1/2 十 (nh) V? + Vap! + g?p- Ct Sh- * pq 25h. 


注意 到 Su — Sni + Sn2 及 引 理 8 中 (ii)， 应 用 引 理 4 及 条 件 5 有 


I^ 


sup|Fs, (z) 一 更 (z)| = sup |Fs. s.a (2) 一 更 (2]| 


Cf fa ED ap Ii + (nh)? 
+ Vap + gp HVORI + pq/sh + e+ P(|Snal > €) } 


C (q- C+D (np-1)/4 + (nh) 7"? 4 pq 2h71 + (qp ?)!/3). 


I^ 


I^ 


即 可 证 得 定理 1。 
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Asymptotic Normality of the Kernel Density Estimator for o-mixing 


Random Variables 
ZHAO Yi, YANG Shan-chao? 


(1- Department of Mathematics and Computer Science, Guilin Normal College, Guilin 541001; 
2- School of Mathematics Science, Guangxi Normal University, Guilin 541004) 


Abstract: Kernel density estimators belong to an important class of estimators called non-parametric 


density estimators. The o-mixing dependence is a common assumption in the financial and economic 


time series. In this paper, under o-mixing random variable sequences, we prove that the asymptotic 
normality and establish the corresponding convergent rate of kernel density estimators by large and 
small blocks and the moment inequality. This result can be used to construct the confidence interval 
for an unknown density function of o-mixing random variable sequences and a better convergent rate 


is achieved under an appropriate bandwidth. 
Keywords: o-mixing; kernel estimator; asymptotic normality; convergent rate; confidence interval 
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